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INTRODUCTION 
La thtorie des stratifications en dimension infinie se dtveloppe d&jH dans les 
traveaux de Cerf [lo], Fischer [14], Bourguignon [9], Kondracki, Rogulski [16] et 
au&es; citons en particulier les techniques de transversalit& en dimension infinie 
d&elop$es par Eells, Mc-Alpin [13] et Desolneux-Moulis [ll, 121. Le texte qui 
suit est consacrk $ l’&ude des propri&s topologiques et g&om&iques des sec- 
tions transverses $ un fibr& banachique stratifit audessus d’une variitC hilber- 
tienne et en particulier des sections transverses g des stratifications dites fred- 
holmiennes. Ces stratifications apparaissent de man&e naturelle dans le cadre 
des syst6mes dynamiques tvoluant sur un espace infinidimensionel en prksence 
d’un nombre fini de contraintes; le substrat gComCtrique de telles situations est 
donni par les structures symplectiques fredholmiennes stratifibes ou les struc- 
tures pseudoriemanniennes fredholmiennes stratifiees sur une variitC hilber- 
tienne, introduites dans [5,6,7]. Dans ce texte, tout d’abord, on prkcise certains 
resultats classiques sur les stratifications des espaces d’op&ateurs entre espaces 
hilbertiens; en particulier, celles qui sont obtenues par l’action d’un groupe de 
Lie banachique sur l’espace des optrateurs IinCaires scindts, ainsi que des opt- 
rateurs fredholmiens. Puis, on etudie les proprittis des sections qui sont trans- 
verses aux stratifications cohbrentes des fib& banachiques correspondants au- 
dessus d’une varikti hilbertienne. Aussi, apr& avoir itabli en dimension infinie 
*This work was partially supported by the ‘C. Caratheodory’ Research Program ok the University 
of Patras, Greece. 
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une propriete de deploiement universe1 pour ces sections, on donne les modeles 
algebriques locaux des singularites generiques des applications fredholmiennes 
entre variitis hilbertiennes. Enfin, on presente des implications des rtsultats 
precedents dans les problemes variatonnels singuliers et en particulier dans le 
cas des systemes lagrangiens evoluant, en presence de singularitts generiques, 
sur une varietb hilbertienne. Dans la suite, sauf mention du contraire, le terme 
differentiable signifie Coo -differentiable et les varittes considertes sont suppo- 
sees separables, connexes et paracompactes. 
1. Gl?NiZRALIThS SUR LES STRATIFICATIONS BANACHIQUES 
1.1. Soit 23 une variete banachique model&e sur un espace de Banach separable 
B. Une strati$cation de B est une partition en sous-varibtes banachiques (Si), 
i E I, localement fermtes, appelees strates, verifiant 1aproprzX defrontikre: 
SjflSi#@ * SjC$, i,jEZ. 
La stratification (St), i E I, de B est dite Ck-localement trivia/e, k >_ 0, lorsque 
pour chaque i E Z et chaque a E St, il existe un Ck-diffeomorphisme 1c, : U 4 
B1 x B2 d’un voisinage ouvert de a dans un produit d’espaces de Banach tel que: 
(1) $(a) = (0,O) et $( 27) = VI x U2 oti Vi est ouvert de Bi, i = 1,2. 
(2) ?w{O~ x U ) t 2 es un voisinage ouvert de a dans la strate Si. 
(3) qb-‘({t} x U2), t E Ul, est contenu dans la strate passant par +-‘(t,O). 
Dans ce cas, l’adherence de chaque strate est une reunion de strates. Nous 
appelons stratzfication fredholmienne de la varitte 23 toute stratification locale- 
ment triviale dont chaque strate est de codimension finie dans 23. Dans ce cas, 
l’application qui associe a chaque x E Ha codimension de la strate passant par 
x est semi-continue superieurement et alors la reunion des strates de codimen- 
sion inferieure ou &gale a un entier don& est un ouvert de f?. Une telle stratifi- 
cation rtsulte, par exemple, par l’action @ : Q x I3 4 0, Ck-differentiable, 
k 2 0, dun groupe de Lie banachique Q sur f3, dont chaque orbite est une sous- 
variCtC banachique localement fermte de classe Ck et l’application orbitale 
eX : 0 4 E3 oh ex(g) = @(g,x), g E 0, x E Z?, est une Ck-subimmersion, (i.e. en 
chaque g E G, le noyau et l’image de l’application tangente DgeX possedent des 
supplementaires topologiques respectivement dans TgB et TQX@), et, de plus, 
en chaque g E G, le noyau de DgeX est de dimension finie; lorsque la condition 
de finitude du noyau n’est pas satisfaite, les orbites forment neanmoins une 
stratification localement triviale de 8. On rencontre souvent le cas oti 23 est un 
fibre banachique audessus dune varietb hilbertienne M dont la fibre-type est 
un ouvert d’un espace de Banach et le groupe structural est un groupe de Lie 
banachique. Si la fibre-type est munie dune stratification localement triviale, 
(resp. fredholmienne), dont chaque strate est laisde globalement invariante par 
l’action du groupe structural alors le fibrt recoit de man&e canonique une 
stratification localement triviale, (resp. fredholmienne), dont les strates sont 
engendrees par l’action du groupe structural. cf. [4]. 
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1.2 Notons L(E, E’) l’espace de Banach des operateurs lineaires continus entre 
deux espaces hilbertiens reels s&parables E et E’ muni de la topologie de la 
norme. Le groupe de Lie banachique GL(E, E’) = GL(E) x GL(E’) 06 GL(E) 
et GL(E’) dtsignent respectivement l’espace des automorphismes de E et E’, 
agit par son action usuelle sur L(E, E’). Notons aussi L,(E, E’) le sous-espace 
de L(E, E’) des opkrateurs scind&s, i.e. dont l’image est fermte dans E’; le 
noyau et l’image de ces operateurs possedent des supplementaires topologiques 
respectivement dans E et E’. L’espace des operateurs fredholmiens est le sous- 
espace F(E, E’) de L,(E, E’) des operateurs scindts dont le noyau et le conoyau 
sont de dimension finie. L’indice dun Clement u E F(E, E’) est le nombre 
end u = dim &er u - dim coke1 u. 
L’espace F(E, E’) recoit ainsi une partition 
F(E,E’) = U &(E,E’) 
kcZ 
oh Fk(E, E’) dtsigne le sous-espace des elements de F(E, E’) d’indice k E E. 
Les ensembles L,(E, E’), F(E, E’), &(E, E’), k E Z, sont ouverts dans L(E, E’) 
et invariants par l’action du groupe GL(E, E’). Les orbites de l’action de 
GL(E, E’) sur L,(E, E’) sont 
S,,, = {u E L,(E, E’)/dim&u =p et dima&u = q}, p,q E N U {m}, 
et dtfinissent une stratification localement triviale en sous-varietes bana- 
chiques analytiques de L,(E, E’) de codimension pq lorsque p et q sont finis, 
sinon infinie. Sur l’espace F(E, E’) est induite la stratification {SP,4}, p, q E N, 
et sur chaque sous-espace Ek(E, E’), k E i2, la stratification {&,p,q}, p - q = k, 
P, 4 E v cf. 141. 
Notons g(M, M’) l’espace des applications fredholmiennes entre deux varietes 
hilbertiennes connexes A4 et M’ modelees respectivement sur des espaces hil- 
bertiens reels s&parables E et E’, i.e. applications differentiables dont l’appli- 
cation tangente, en chaque x E M, est un opkrateur de Fredholm. L’indice de 
f E g(M, M’), en x E M, note Znd,f, est l’indice de l’operateur de Fredholm de 
son application tangente en ce point. La connexite de M assure que l’indice de 
chaque Clement de g(M, M’) est constant sur M. L’espace g(M, M’) se de- 
compose ainsi en ses composantes connexes 
oi &(M, M’) disigne l’ensemble des elements de B(M, M’) d’indice k, k E H, 
sur M. Notons B:‘(M, M’) le fibrt sur M x M’ des l-jets d’elements de 
$j(M, M’) de fibre-type F(E, E’) et F$(M, M’) le sous-fib& de fibre-type 
Fk(E, E’), k E H, et de groupe structural GL(E, E’). Les stratifications des fi- 
bres-types passent par l’action du groupe structural sur les fib&s respectifs. 
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Ainsi, le fibre g’(h4, M’) regoit une stratification fredholmienne dont les 
strates 
%,(W = w4Ix E M, I.4 E &J, P,Q E N 
sont des sous-varibtts banachiques de codimension pq dans g’(A4, M’) et 
chaque sous-fibr6 8: (M, M’), k E H, re$oit une stratification fredholmienne en 
des sous-variktts banachiques 
&VI(~) = {(x,4/x E M, 24 E %p,qI, P,4 E f+J. 
Le fib& 8 ‘(Al, M’) regoit alors une partition en composantes connexes strati- 
fiizes 
2. SECTIONS TRANSVERSES A UN FIBRk BANACHIQUE STRATIFIb 
2.1. L’espace C’(M, S) des applications C’-differentiables, r E IV u {oo}, 
d’une varibtk hilbertienne M dans une varibtk banachique 23, est muni de la C’- 
topologie fine; une base de voisinages est don&e par les 
VU) = {f’ E C’(M WW:fJ:f’) < 44, x E Ml 
otif E C r (M , f3), E est une fonction rkelle continue strictement positive sur M, 
6 une distance sur la varitt6 banachique J’(M,f3) des r-jets d’klkments de 
C’(M, B) compatible avec la structure de variktt etjif dksigne le r-jet de f en 
x E M; il s’agit d’un espace de Baire. Les applications de CM(M) B) qui sont 
transverses B une sous-variktt don&e de B forment un ouvert de Cw(M, B) 
pour la C ’ -topologie fine; cet ouvert est dense pour la Co-topologie fine et au 
cas oti 23 est une variitk hilbertienne, il est dense pour la Cl-topologie fine, cf. 
[ll, 121. Nous allons prCciser ces rksultats dans le cas d’un fibrt banachique 
?r : f3 --+ M, C’-differentiable, r E N U {co}, muni d’une stratification locale- 
ment triviale, dont la fibre-type est un ouvert d’un espace banachique et le 
groupe structural un sous-groupe du groupe des C”-diffeomorphismes de 
cette fibre. Le sous-espace S(M, B) des sections de I3 de classe C’ muni de la 
topologie induite par la C’-topologie fine de C’(M, f?), itant fermk, est un 
espace de Baire. 
Theoreme 1. Soit B unJibrt banachique d@rentiable sur une varit!tk hilbertienne 
M, muni d’une strat@ation localement triviale (Si), i E I, dont chaque strate est 
contenue duns l’adhdrence d’un nombrefini de strates. Etant don&e une strate, les 
sections qui rencontrent transversalement toutes les strates qui lui sont adhtrentes, 
forment un ouvert dense dans l’espace des sections de cefibrkpour la Cl-topologie 
fine. 
J’reuve. Pour chaque k E N, notons Ck l’union des strates de codimension in- 
fkrieure ou &gale g k et C, l’union des strates de codimension c = O,l, . . . , k. 
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Chaque element de Ck est note C,, oh c = codimC,, et s E { 1,. . . , n,} avec n, 
nombre des strates de codimension c. On a 
Ck = /J C, et C, = ij C,,. 
c=l s=l 
L’ensemble des sections transverses a C k est 
T(Ck) = b ij T(C,,) 
c=I s=l 
oi T(C,,) dtsigne le sous-ensemble des sections transverses a C,,. On cherche a 
prouver que, pour chaque k E N, T( C k, est ouvert dense dans l’espace S(M , B) 
des sections differentiables de I3 sur M. Le fait que chaque T(C,,) est ouvert 
provient d’un resultat de [8] et done T(Ck) est ouvert dans S(M,J3). Pour 
prouver la densiti, on considere F E S(M, ET) et, pour chaque voisinage V,(F), 
on cherche a construire une section appartenant a V,(F) transverse a Ck. On 
definit l’indice, in&F, de F E S(M, S) par rapport a Ck, comme suit: si 
f(M) II Ck # 12/, on pose 
idkF = max{codimSi/Si E Ck et Si fl F(M) # @} 
et si F(M)f? = @, on pose 
id,,F=k+1. 
On se donne un voisinage V,(F) et on note 
R?ZF = sup{iwfkg/g E iE(F)}. 
Pour chaque g E V,(F), si Ck II g(M) = 0, alors, par definition, les elements 
de VE(F) sont transverses a C k. Supposons l’existence de g E YE(F) avec 
if&g 5 k, tel que i&g = mF; alors, il existe un voisinage VEj(g) de g, inclus 
dans VE(F), tel que, pour tout g’ E V,,(g), I’image g’(M) ne rencontre que les 
strates de codimension plus petite ou igale a mF. POUr chaque entier V, v < mF, 
posons 
A partir de g, on construit, par induction sur v E N, une section transverse a I$ k 
appartenant a UE(g) et identique a g sur une partie fermee de M en chaque point 
de laquelle g est transverse a C k. La construction s’appuie sur le lemme suivant 
et ainsi, etant don& v = ?nF, on en diduit l’existence de h E Vcl(g) transverse a 
Cmp, identique a g sur une partie fermee de M, iventuellement vide, en chaque 
point de laquelle g est transverse a Ck. Lorsque v < mF - 1, en supposant 
l’existence de strates S,, E C, de codimension v ou ~1 E { 1,. . . , nmF - l}, on a 
h-l(c,) > /I-‘@&) et de plus, h est transverse a C,, en chaque point de 
/z-~(?&). La trivialite locale assure l’existence d’un voisinage ouvert U de 
h-‘(c,,) sur lequel h est transverse a C, U C,,,, _ I+. En appliquant de nouveau 
le resultat precedent, on en diduit l’existence de h’ E Vc~~(h) transverse a 
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C, U I& _ I,~, identique a h sur une partie fermee don&e de M contenue dans 
h -’ (z). On pro&de ainsi jusqu’ a l’ordre u = 0 et on obtient une section CT 
transverse a Cm= = C(0). Cette section ne rencontre pas les strates de codi- 
mension plus grande que mF et done elle est transverse a I?. En outre, pour 
x E U, V,!(g) est inclu dans V,(F) et la section construite coi’ncide avec g sur une 
partie fermee donnte de M, d’oti la preuve du theoreme. 0 
,Lemme. Soit t3 unjibr6 banachique differentiable SW une vat+&& hilbertienne M 
muni dune strattfication fiedholmienne (St), i E I. Si F est une section de ce$brt 
transverse d une strate St sur un fermk K de M, eventuellement vide, alors, pour 
chaque voisinage VC(F), il existe I;’ E V,(f) transverse a Si, et, de plus, si K est 
non vide, F’ peut &tre choisie de sorte qu’elle soit identique h F sur K. 
La preuve de ce lemme, explicit&e dans [4], resulte de l’application des tech- 
niques classiques developpees deja dans [ll, 121, [13] et de l’adaptation en di- 
mension infinie de certains arguments donnes en dimension finie dans [28]. 
2.2. Soit t? une variete banachique munie de l’action dun groupe de Lie ba- 
nachique Q; cette action d&nit une stratification localement triviale (Si), i E I, 
de B. Les germes d’applications differentiables 
f : (M, a) -t I3 et f’ : (M’, a’) + l3 
oti M, M’ sont des varietes hilbertiennes, a E M, a’ E M’, sont dits relies, s’il 
existe un germe de diffeomorphisme cp : (M,a) + (M, a’), cp(a) = a’, et un 
germe d’application differentiable g : (M, a) + G, tels que, pour tout x au voi- 
sinage de a, on ait 
f’(cpW = g(x) * f(x). 
Si ces applications sont transverses A la stratification de B, les varietes M et M ’ 
recoivent respectivement les stratifications (Xi = f-l(&)) et (Ci = f’-l(S)), 
i E I, qui sont localement triviales et les codimensions des strates respectives 
sont conservtes, cf. [4]. Nous dirons que ces stratifications ont mtme type dif- 
ferentiel, s’il existe un diffeomorphisme qui envoie, strate par strate, l’une sur 
l’autre. Le thtoreme suivant generalise en dimension infinie, sous un aspect 
adequat, la propriete classique de diploiement universel. 
Theoreme 2. Les germes dapplications dtrerentiables f : (M,a) + l? et f’ : 
(Ml, a’) ---) 23 sont relies, des qu’ils rencontrent transversalement une m&me orbite 
de 6 duns l3 contenant les points f (a) et f ‘(a’); duns ce cas, les strattjications in- 
duites sur M et M’ ont localement m&me type d@&entiel. 
Preuve. La transversalite assure que l’image inverse par f de l’orbite 0 de G qui 
passe parf (a) est localement une sous-variete de M et il existe une sous-variite 
N de M contenant a dont l’espace tangent T,N est un supplementaire de 
T,f -l(U) dans T,M; la restriction def a N est transverse a 0 en a. L’applica- 
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tion orbitale @f(0) : M + 23 de l’action de S &ant une subimmersion, son sta- 
bilisateur S,(,) enf(a) est une sous-varietb fermbe de Q et son espace tangent 
TeSf(4 ti l’identiti de $? admet un suppkmentaire topologique dans T,G; il 
existe done une sous-varieti G de Q contenant e dont l’espace tangent T,G est un 
supplementaire de TeS’(a~ dans T&. L’application 
@:GxN+B, @(g,x)=g*f(x), gEG, XEN, 
est un diffeomorphisme local en (e, a) E G x N, puisque sa differentielle est 
surjective A cause de la transversalite de f et aussi injective car T,G II T&+) = 
(0) et T,N n T,f -l(O) = (0). Quitte a se restreindre sur des ouverts de Get N, 
@ envoie diffeomorphiquement G x N sur un voisinage ouvert V de f (a) dans B 
et, pour chaque x E N et g E G, l’image @(G x {x}) est contenue dans l’orbite 
de @(g, x). La construction analogue se realise pour le germe de f’ en a’ E M ‘. 
On en dtduit l’existence des sous-varietes N’ de M’ contenant a’ et G’ de S 
contenant e, telles que l’application @‘, definie de man&e analogue a @, envoie 
diffeomorphiquement G’ x N’ sur un voisinage ouvert V’ de F’(a’) dans 23. 
Sans perte de generalite, supposons f ‘(a’) = f(a). On choisit alors des voisi- 
nages ouverts U de a et U’ de u’ de sorte que f (U) et f ‘( U’) soient inclus dans 
un meme voisinage ouvert V” de f (a) contenu dans V n V’, ainsi qu’un voi- 
sinage ouvert G, de e contenu dans G n G’, de sorte que @(Ge x N) et @(G, x 
N’) soient inclus dans Y”. Les applications F = 7r2 o @-’ of de U dans N et 
F’=rio@-‘of’de U’dansN’ou7ri:G,xN+Net7ri:G,x N’-+N’ 
dtsignent les projections canoniques pour i = 1,2, sont des submersions en a 
et a’ respectivement. Les noyaux KerdF(a) = T,f -‘(Cl) et KerdF’(a’) = 
T,tf ‘-l(U) etant isomorphes, quitte a restreindre U et U’, on obtient un dif- 
feomorphisme cp : U + U’ tel que F = F’ o cp. En posant $ = xi o @-’ of et 
+’ = ~1 o @-’ of ‘, on obtient l’application Q(X) = $‘(cp(x))($~(x)) -’ de U dans 
G,. Le diffeomorphisme cp et l’application Q satisfont la relation des germes re- 
lies, la verification &ant similaire a celle qui est valable en dimension finie, cf. 
[21]. 11 est clair que le diffeomorphisme cp envoie localement, strate par strate, la 
stratification induite sur M en celle induite sur M’. Cl 
3. PROPRIiTkS GBNhRIQUES DES APPLICATIONS FREDHOLMIENNES 
3.1. Soit F : M --) M’ une application fredholmienne entre varietts hilber- 
tiennes connexes, d’indice k E H. Si le l-jet de cette application rencontre 
transversalement les strates du fibre 8:: (M, M’), la variete M recoit en con- 
sequence une stratification fredholmienne en des sous-varietes banachiques 
&,,,(F) = {x E Ml dim&D,F = p et dimco& D,F = q 
oh p-q=k),p,qE N, 
de codimension pq, si non vides, vtrifiant 
&p,,(F) = U xk,p, + i,q+i(F). 
iEN 
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En particulier, le lieu critique &(F), complementaire de Y&o(F), resp. de 
Ck,e,4(F), selon que k est positif ou ntgatif, est tme hypersurface singuliere 
stratifiee dans M. Les applications fredholmiennes de M dans M ‘, d’indice 
k E Z, dont le l-jet rencontre transversalement les strates du fibre 8: (M, M ‘) 
forment un ouvert dense dans l’espace &(M, M ‘), (cf. Theoreme 1); ces ap- 
plications seront dites generiques. 
Theoreme 3. Soit F : M --t M’ une application fredholmienne gentrique entre 
varietes hilbertiennes connexes, d’indice k E Z. L,es strates du lieu critique Ck(F) 
sont definies localement, dans une carte appropriee, par des equations poly- 
nomiales homogenes dependant dun nombrefini de variables et afines par rapport 
h chacune de ces variables. En plus, la fonction qui definit localement &(F) en- 
gendre l’ideal des fonctions qui s’annulent identiquement sur &(F) dans lhnneau 
des germes de fonctions dtflerentiables sur M. 
Preuve. on se place sur un Voisinage owert u d’un point a e &,,q et soit 
n E M tel que n 2 pq et V = VI x I5 un voisinage ouvert de 0 dans un espace 
hilbertien E avec VI ouvert de Iw” et V2 ouvert d’un espace hilbertien. Notons 
ri : V -+ Vi, i = 1,2, la projection canonique et considerons l’application 
de V dans un ouvert V’ d’un espace hilbertien E’ olip est un isomorphisme sur 
V’ et pkpq le champ de matrices sur VI exprimi par 
( 
1Wp)x(k-q) oQ+,+q 
o,+-q) (xT(i,j)) ) 
avec I(k -p) x (k -4) la (k -p) x (k - q)-matrice identiti, o(k-p) Xq la (k -p) x 
q-IUatriCe UUk, 0, X (k-q) la p X (k - q)-RMtriCe UUk, (&ci,jj) la p X q- 
matrice des coordontes xr(i,j) sur VI oii T est une injection arbitraire de 
{(i, j) E N2/p < i 5 k, q c f 5 k} dans { 1, . . . , n}; il s’agit dune application 
lineaire transverse a la stratification de l’espace Fk(E, E’) reliee au germe de f 
en a. D’apres le Theorbme 2, il existe un germe de diffeomorphisme cp : V + U, 
~(0) = a, et un germe d’application differentiable g : V -+ GL(E, E’) tels que, 
pour tout x E V, on ait 
zkpqb) = Cl(X) * Q2’(cp(x)). 
Le lieu critique Ck(F), lorsqu’il n’est pas vide, est done dtfinie localement par 
les zeros dun polynbme P(xr, . . . , xJ homogene alline par rapport a chaque 
variable sur W” compose avec une submersion x : U --) IR”. Cette m8me proce- 
dure conduit a la determination des equations qui difinissent localement 
chaque strate de &(F). Nous allons maintenant montrer que P o T engendre 
l’ideal des fonctions qui s’annulent identiquement sur (P o r)-‘(O) dans l’an- 
neau des fonctions differentiables sur U. On considere une decomposition lo- 
cale de U en U’ x V’ x V” od U’ est un ouvert dun espace hilbertien, V’ un 
ouvert de R”- ’ et V” un ouvert de R. Comme en dimension finie, en suivant 
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l 'approehe de [21], supposons que l 'hypersurface xl = 0 ne rencontre pas 
(P o ~r) -1 (0) et effectuons le changement de variables ~ = Xl et ~ = (~2, • •, (n) 
oü ~1 = xl  + el~, ei > O, i = 2 , . . ,  n, d'oü 
e o 7r(y,  ~, ~) = P ( ~ ,  ¢2 - e 2 ~ , . . ,  ~ù - s2~)  
oü (y, ~, ¢) E U' x V' x V" et ordonnons ce polynôme suivant les puissances 
décroissantes de ¢: 
C~ m + C m _ l ( ~ ) ~  m - I  -~  . . . 2 I - C o ( ~ ) .  
Si h E C ~ ( U  ' x V ~ x V", R), d'après le théorème de division différentiable en 
dimension infinie, cf. [18], il existe Q E C ~ ( U  ' x V' x V", R) et R 0 , . . ,  Rm_ 1 E 
C ~ ( U  ' x V', R) telsque 
h(y , ( ,~)  = P o  7r(y,(,~) Q(y, ( ,~)  +R(y , ( ,~ )  
oü 
m - 1  
R(y,  «, ~) = ~ Ri(y, «)~i. 
i = 0  
Si h est identiquement nulle sur (P o lr) -! (0) = U'  x {z E V/P(z) = 0} alors R 
rest aussi. Etant donné une base hilbertienne {el}le ~ de E' ,  notons Ep l'espace 
engendré par {e l , . . . ,  ep}, p ~ N et R n. La restriction ,Rp de R ä U n Ep est en 
conséquence nulle sur chaque (Po  70-1(0)n Ep et donc sur (P o ~r)- (0)N 
(t3pe NE») qui est dense dans (P o lr) -1 (0). Mais, il existe Ap E C ~ ( U  n Eù) tel 
que, pour tout (y , ( ,~)  ~ U' x V' x V " n E p ,  o n a  
Rp(y,( ,~)  = Ap(y,(,~)(P o Tr)(y,(,~), p ~ N, 
cf. [21]. Comme R,(y ,  ~, ~) est un polynôme de degré m - 1 par rapport ä ~ di- 
visible par un polynöme de itegré m, on a )~j, = 0 Alors, Res t  nul sur (U'  x V) N 
(UpeNE») et par densité sur U' x V, d'oü le résultat. [] 
3.2. Les résultats précédents sont utilisés pour décrire génériquement les sin- 
gularités des transformations de Legendre au-dessus d'une variété hilbertienne 
Al et leur impact sur l'évolution des systèmes lagrangiens associés. Soit 
f : T.M ~ R un lagrangien et 
Ef  : T M  ~ T*.A4, Ef(x, ~) = (x, V«f), 
la transformation de Legendre associée oü Vcf désigne la dérivée verticale. La 
différentielle de cette transformation définit une section du fibré legendrien 
A(T.M) au-dessus de TM.  Ce fibré est identifié, par rinjection canonique de 
T Æ  dans TAl  x T ' M ,  au sous-fibré banachique A(TAl  x T*Al) du fibré des 
homomorphismes de T(TAl )  vers T(T*Al)  au dessus de T.A4 × T*.A4 con- 
struit, dans le cas fredholmien, comme suit: La fibre-type est constituée des 
opérateurs fredholmiens ~b : E × E ~ E × E* vérifiant ~i~Pil = idE, JP l t~ i2  = 0 et 
la2~iz opérateur symétrique oü it désigne l'injection canonique de E dans E × E 
et 1o I la projection canonique de E × E* sur son facteur respectif, i = 1,2; la fi- 
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bre-type est ainsi dtcomposee en quatre blocs parmis lequels celui qui corres- 
pond a I’optrateur symetrique s’apelle bloc quadratique. Le groupe structural 
est le sous-groupe @ de S’(E x E’) x GL(E x E) oh Sp(E x E*) dtsigne le 
groupe symplectique, dont l’action naturelle laisse la decomposition de chaque 
fibre invariante. L’action de @ se projette a l’action usuelle de GL(E) sur 
l’espace S(E) des formes bilintaires symetriques fredholmiennes sur E, i.e. dont 
les operateurs associes sont fredholmiens, cf. [7]. On identifie les elements de 
cet espace a leurs formes quadratiques associees et on observe que les sous- 
varietes banachiques 
C, = {q E S(E)/dim&q = s}, s E N. 
de codimension s(s + 1)/2, se relevent en une stratification localement triviale 
dans la fibre-type d’oti la stratification fredholmienne quadratique du fib& 
A(TM). Les germes de transformations fredholmiennes de Legendre dont la 
differentielle est transverse a cette stratification sont classifies, d’aprds le ThCo- 
r&me 2, a l’aide d’une section gtnerique L du fibre legendrien A(E x E); cette 
section est dtfinie essentiellement par son bloc quadratique don& par un 
champ d’operateurs symetriques construit explicitement dans [25]. Precise- 
ment, si ,+ est une telle transformation et a E TM, on peut construire un 
germe de diffeomorphisme $ : (TM, a) ---) (E x E, 0) et des germes d’applica- 
tions differentiables g, Q’ : (TM, a) --t (a, id) tels que, pour tout x au voisinage 
de a, on a 
On en deduit que, le lieu critique C(/Zf) de toute transformation fredholmienne 
de Legrendre Lf dont la differentielle est transverse a cette stratification, i.e. 
ensemble des points en lesquels le noyau de sa differentielle n’est pas nul, est 
definie localement par les zeros d’une fonction qui engendre l’ideal des fonc- 
tions qui sont nulles sur C(&) dans l’anneau des germes de fonctions differ- 
entiables sur M, (cf. Theo&me 3); en faite, cette fonction, apres projection sur 
R”, donne, sur une carte approprite, un polynome homogene quadratique-uf- 
jine qui posdde cette propriete de division dans l’anneau des fonctions diffk- 
rentiables sur R”, cf. [23]. Afin d’etudier les singularites ‘gentriques des sys- 
temes lagrangiens, on est amen& a raffiner la stratification quadratique en 
tenant compte l’influence des elements 4 de chaque fibre sur la forme symplec- 
tique canonique w de E x E *, c’est a dire, le comportement de la forme 4*w sur 
E x E. Les nouvelles strates sont caracterides par le couple (p, k) = (dim&+, 
dim&er(w(Zm4)), p,k E N, et lorsqu’ une section est transverse a cette stratifi- 
cation, bien Cvidemment, elle est transverse a la stratification quadratique de 
A(TM). D’apres le Thtoreme 1, dans l’espace des sections differentiables du 
fibre A(TM), celles qui sont transverses a sa stratification fine forment un 
ouvert dense pour la topologie C l-fine. Les transformations fredholmiennes de 
Legendre dont la differentielle est transverse a cette stratification sont dites 
gkndriques. Si ,!Zf : TM + T*M est generique alors, le fib& TM recoit en 
consequence une stratification fredholmienne en sous-varietes banachiques 
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oti w disigne la forme symplectique canonique de T ‘M. Le lieu critique de Lf 
coi’ncide avec le lieu de digtnirescence de la forme Lyw, i.e. ensemble des 
points en lesquels son noyau n’est pas nul, et il s’agit d’une hypersurface singu- 
like stratifiee 
L’evolution du systeme lagrangien associe a f est dtfinie par le champ la- 
grangien _Xf donni, hors du lieu critique, par l’equation 
ou EZ designe la fonction d’energie associee af sur le fib& tangent TM. Le ri- 
sultat essentiel, prouvt dans [25], s’exprime comme suit: 
Theoreme 4. Soit f : TM -+ R un lagrangien dont la transformation de Le- 
gendre Lf estfredholmiennegenerique au-dessus dune variete hilbertienne M. Le 
champ lagrangien Xf, defini hors du lieu critique C(LZ), admet une extension 
dtfherentiable partout sur TM si, et seulement si, la diflerentielle de la fonction 
d’knergie &f annule le noyau de L;w sur la strate Cl,l(Lyw) et, dans ce cas, la 
projection de ses courbes integrales donne les solutions des equations d’Euler-La- 
grange sur M. 
3.3. Une implication des resultats precedents dans le cadre de la geometric 
sous-riemannienne en dimension infinie apparait dans l’exemple suivant. Etant 
don&e une variett differentiable N de dimension finie n, il est bien connu que 
l’ensemble O(Z, N) des chemins traces dans N de classe H1 oli Z = [0, 11, pos- 
sbde une structure de variete hilbertienne; l’ensemble &(I, N) des chemins 
d’origine fixee x0 E N est une sous-variete hilbertienne de codimension n dans 
O(Z, N), cf. [3]. Soit 27 une distribution reguliere sur N, c’est a dire un sous fibre 
de TN. L’ensemble fix,(D) des chemins horizontaux, c’est a dire tangents a 2) 
presque partout, de classe H’ d’origine fix&e, est une sous-variCt6 hilbertienne 
de OX,(D). Considerons l’application 
&, : G-c,(~) + N, G,(Y) = y(l), 
dite application extrkmite. Lorsque 2) = TN, cette application est toujours une 
submersion, mais, lorsque 2) # TN, elle posstde toujours des singularites: elle 
nest pas une submersion pour le chemin constant. Un chemin oii l’application 
extremite nest pas une submersion est classiquement appele chemin anormal; 
l’ensemble des chemins anormaux est done le lieu singulier de cette application. 
En giomttrie sous-riemannienne, les chemins anormaux jouent un role im- 
portant car, dans le probleme de minimisation de la longueur, ils existent des 
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‘geodtsiques’ qui ne sont pas solutions de l’equation d’Euler-Lagrange natur- 
ellement associees a ce probltme variatonnel: ce sont les geodbiques stricte- 
ment ‘anormales’, fait classique en thtorie du controle optimal. La seule con- 
dition necessaire simple pour qu’une geodisique soit strictement anormale est 
que ce chemin soit une singularite de I’application extremite. D’autre part, le 
lieu singulier de l’application extremitb joue un role important dans la classifi- 
cation locale ou mbme globale des distributions sur une variete, cf. [15]. Dans 
notre contexte, l’ensemble des courbes anormales est done l’image reciproque 
par l’application 
de la reunion des strates {SC},= I,,,.,n de la stratification du fibri des morphismes 
de T&,,(D) dans TN precisee par la suite. Notons P(M, M’) l’espace des 
applications C “-differentiables entre deux varietes hilbertiennes M et M’ 
model&es respectivement sur les espaces hilbertiens E et E’, muni de la C’-to- 
pologie fine. Le fibri J 1 (M, M’) des l-jets d’elements de Cw(M, M’) s’identifie 
au fibre banachique L(TM, TM’) dont la fibre-type est l’espace de Banach 
L(E, E’) et le groupe structural est le groupe de Lie banachique GL(E, E’) 
agissant par son action habituelle. Lorsque la variete M’ est de dimension t?nie 
modelie sur R”, l’action du groupe structural definit une stratification locale- 
ment triviale de ce fibre dont les strates sont les sous-varietes banachiques 
S&W, M’) = {(x, u)/x E M, u E SC} 
oii SC = {u E L(E, R”)/corang u = c}, c = 0, 1,. . . ,n, 
sont les orbites de l’action de GL(E, R”) sur la fibre-type L(E, II?!“); il s’agit des 
sous-varittbs de codimension infinie dans l’espace L(E, IL!“). On est alors natu- 
rellement amen6 a se poser la question, sous quelles conditions l’application 
extremitt est ‘generique’. La rtponse est don&e dans [22] par le thioreme sui- 
vant. 
Theoreme 5. Etant don&e une distribution &guIi&e D sur une variktk d@ren- 
tiable N de dimensionjinie telle que 2) # TN alors, sur le lieu singulier de I’appli- 
cation extrimitt 
L, : fix,@‘) + N, xo E N, 
1 ‘application 
d&x, : f&,(D) + L( Tf&,(D), TN) 
n’est jamais transverse ri la stratification {Sc}c=O,,,,,n dujibri des morphismes de 
T&, (2)) dans TN. 
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